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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β]. 

Αν 

• η f είναι συνεχής στο [α, β] και

• ( ) ( )f a f β≠ ,

να αποδείξετε ότι για κάθε αριθµό η µεταξύ των ( )f a  και ( )f β  υπάρχει ένας

τουλάχιστον 
0

( , )x α β∈ τέτοιος, ώστε 
0

( )f x η= .

Μονάδες 7 

A2. Πότε µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα 

[α, β] του πεδίου ορισµού της; 

Μονάδες 4 

A3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό: 

«Για κάθε συνάρτηση f, ορισµένη, παραγωγίσιµη και γνησίως αύξουσα στο ℝ , 

ισχύει ( ) 0f x′ > ». 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα 

Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής. 

(µονάδα 1) 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α). 

(µονάδες 3) 

Μονάδες 4 

A4. Να χαρακτηρίσετε τις πρρτάσεις πρυ ακρλρυθρύν, γράφρντας στρ τετράδιό σας, 

δίπλα στρ γράµµα πρυ αντιστριχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) 
2 1

0

1
lim
x x

ν +
→

 
= +∞ 

 
, για κάθε ν ∈ℕ . 

β) Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις µε πεδία ορισµού Α και Β, αντίστοιχα, τότε η 

g f� ορίζεται, αν ( )f A B∩ ≠○ .

γ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )f x x= , x∈ℝ  έχει άξονα συµ-

µετρίας τον y΄y. 

δ) Η εικόνα ( )f ∆  ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής 

συνάρτησης είναι πάντα διάστηµα. 

ε) ∆ίνεται ότι η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο ℝ  και ότι η γραφική της 

παράσταση είναι πάνω από τον άξονα x΄x. Αν υπάρχει κάποιο σηµείο 
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( )0 0
, ( )x f xΑ  της Cf, του οποίου η απόσταση από τον άξονα x΄x είναι 

µέγιστη (ή ελάχιστη), τότε σε αυτό το σηµείο η εφαπτοµένη της Cf είναι 

οριζόντια. 

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ B 

∆ίνονται οι συναρτήσεις: 

: (1, )f +∞ →ℝ , µε τύπο 
2

( )
1

x
f x

x

+
=

−

 και 

:g →ℝ ℝ , µε τύπο ( ) x

g x e= . 

Β1. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f g�

Μονάδες 5 

Β2. Αν 
2

( )( )
1

x

x

e
f g x

e

+
=

−

� , µε x > 0, αποδείξτε ότι η συνάρτηση f g�  είναι ‘1-1’ και 

βρείτε την αντίστροφή της. 

Μονάδες 8 

Β3. Αν 1 2
( ) ( ) ( ) ln

1

x
x f g x

x
ϕ

−
+ 

= =  
− 

� , µε x > 1, να µελετήσετε τη συνάρτηση φ ως 

προς τη µονοτονία. 

Μονάδες 6 

B4. Αν φ είναι η συνάρτηση του ερωτήµατος Β3, να βρεθούν τα όρια 

1

lim ( )
x

xϕ
+
→

    και    lim ( )
x

xϕ
→+∞

 

Μονάδες 6 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση 

1
ln , 0

1
( )

3
ηµ συν , 0

2

x
x

f x

x x x

λ

π
λ


− ≤ −

= 
 + < <


 ,  µε  λ > 0 

Γ1. Να αποδείξετε ότι  λ = 1 

Μονάδες 5 

Γ2. Να αποδείξετε ότι ορίζεται εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο 

σηµείο Α(0, 1), η οποία σχηµατίζει µε τον άξονα x'x γωνία ίση µε 
4

π

. 

Μονάδες 6 

Γ3. Να βρείτε τα κρίσιµα σηµεία της συνάρτησης  f. 

Μονάδες 6 
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Γ4. Ένα σηµείο Μ (α, f(α)), µε α ≤ 0, κινείται στη γραφική παράσταση της f. Ο 

ρυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου Μ δίνεται από τον τύπο 
( )

( )
3

t
t

α

α ′ = −

Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο Μ τέµνει τον άξονα x'x στο 

σηµείο Β. Να βρείτε τον ρυθµό µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου B τη 

χρονική στιγµή t0, κατά την οποία το σηµείο M έχει τετµηµένη –1. 

Μονάδες 8 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε τύπο 2( ) 1xf x e x ex= + − − . 

∆1. Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό 
0

(0,1)x ∈ , στο οποίο η f παρουσιάζει 

ολικό ελάχιστο. Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι 
2

0 0 0
( ) ( 2) 1f x x e x e= − + + −  

Μονάδες 7 

∆2. Να υπολογίσετε το όριο 

0
0 0

1 1
lim ηµ

( ) ( )x x f x f x x x→

  
+  

− −  
, 

όπου x0 το σηµείο του ερωτήµατος ∆1 που η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. 

Μονάδες 6 

∆3. Αν x0 είναι το σηµείο του ερωτήµατος ∆1 που η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, 

να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
0

( )f x x x+ =  για 
0

( ,1)x x∈  έχει µοναδική ρίζα ρ. 

Μονάδες 5 

∆4. Αν x0 είναι το σηµείο του ερωτήµατος ∆1 που η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο 

και ρ είναι η ρίζα της εξίσωσης του ερωτήµατος ∆3, να αποδείξετε ότι 

0
( ) ( )( ( ) 1)f x f f kρ ′> +  για κάθε ( ,1)k ρ∈ . 

Μονάδες 7 Π Υ 
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ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

17 ΙΟΥΝΙΟΥ 2020 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών, απόδειξη παρ. 1.8 σχολικό βιβλίο. 

Α2. Ορισµός, παράγρ. 2.2 σχολικό βιβλίο. 

Α3. (Λ) 
3

2

: ( ) ,

αλλά ( ) 3 0 στο .

Α Η =

= ≥

ά ά f x x ί ί ύ

f ΄ x x

ντιπαρ δειγµα συν ρτηση ε ναι γνησ ως α ξουσα στο ℝ

ℝ

Α4. α) → Λ, β) → Σ, γ) → Σ, δ) → Σ, ε) → Σ. 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. ( )1, ,Α = +∞ Α =f g ℝ

Η fog ορίζεται στο σύνολο 

( ){ } { } ( )ώστε g ώστε e 1 0, .x

fog g fx x xΑ = ∈Α ∈Α = ∈ > = +∞ℝ

Ο τύπος της είναι: ( )
e 2

( ) ( ( )) , 0.
e 1

+
= = >

−

x

x
fog x f g x x  

Β2. Έστω ( ) ( )
1 2

1 2
1 2 1 2

2 2
, (0, ) : ( ) ( )

1 1

+ +
∈ +∞ = ⇒ = ⇒

− −

x x

x x

e e
x x fog x fog x

e e

( )( ) ( )( )1 2 2 12 1 2 1
x x x x

e e e e⇒ + − = + − ⇒
1 2 1 2 1 2 2 12 2 2 2
x x x x x x x x

e e e e e e− + − = − + − ⇒

1 2 1 2

1 2
3 3 .
x x x x

e e e e x x⇒ = ⇒ = ⇒ =

Οπότε η fog  είναι 1-1 άρα υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση: 
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( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

1

: 0,

2
Είναι 2 1 2 (1)

1

Αν 1 η (1) 0 3 αδύνατη, άρα 1 0,

2
Αν 1 η (1) .

1

2
Πρέπει 0 2 ή 1 (2)

1

x

x x x

x

x

x

fog fog

e
y ye y e y e y

e

y e fog

y
y e

y

y
y y

y

−

+∞ →

+
= ⇔ − = + ⇔ − = +

−

= ⇔ = ∉ +∞

+
≠ ⇔ =

−

+
> ⇔ < − >

−

ℝ

και 
2 2 2 2 1

ln( ) 0 ln( ) ln1 1 0 0
1 1 1 1

3
0 1 (3)

1

y y y y y
x y x

y y y y

y
y

αλλ
+ + + + − +

= > ⇔ > ⇔ − > ⇔ > ⇔

− − − −

⇔ > ⇔ >

−

Από (2), (3) τελικά 1y >  

Έτσι: 1 2
( ) ( ) ln( ), 1

1

x
x fog x

x
ϕ

−
+

= = >

−

 

(∆εύτερος τρόπος) : Μελετάµε τη µονοτονία της συνάρτησης fog µε τη βοήθεια της 

παραγώγου (προκύπτει γνησίως φθίνουσα) και βρίσκουµε ως σύνολο τιµών της το 

διάστηµα (
0

( lim ( )( ), lim( )( )) (1, )
→+∞ →

= +∞
x x

fog x fog x . 

Β3. Για x > 1: 
1 2 1

( )
2 1 2

x x x x

x

x x x

ϕ

′− + − ′ = = 
+ − + 

1 x− −

( )
2 2

2 3
0

( 2)( 1)1 x xx

− −
= <

+ −−

Άρα ϕ  γνησίως φθίνουσα στο ( )1,+∞ . 

Β4. 

2

1

1 1

2
lim ( ) lim ln lim ln

1+ +

+
=

−

→+∞→+ →+

+ 
= = = +∞ 

− 

x

u

x

ux x

x

x u

x

ϕ

2

1

1

2
lim ( ) lim ln lim ln ln1 0.

1

+
=

−

→+∞ →+∞ →

+ 
= = = = 

− 

x

u

x

x x u

x

x u

x

ϕ  

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1 Η f συνεχής στο ( ),0−∞  ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών. 

Η f συνεχής στο 
3

0,
2

π 
 
 

 οµοίως ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών. 

Αφού είναι συνεχής η f πρέπει να είναι συνεχής και στο 
0

0x = . 

Άρα πρέπει: 
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0 0 0 0

1
lim ( ) lim ( ) (0) lim ( ln ) lim (ηµ συν ) 1 ln

1

1 ln ln 1 ln 1 0. (1)

x x x x

f x f x f x x
x

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

− + − +
→ → → →

= = ⇔ − = + = − ⇔

−

− = ⇔ = − ⇔ + − =

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ln 1 , 0x x x xϕ = + − >   µε 

1
( ) 1 0x

x

ϕ ϕ′ = + > ⇒ γνησίως αύξουσα στο ( )0,+∞ . Από (1) είναι

( ) 0 ( ) (1)ϕ λ ϕ λ ϕ= ⇔ =

γν.αύξουσα

(1 1)
1

ϕ

ϕ

λ
−

⇔ = . 

Γ2 Είναι 

1 , 0
1

3ηµ συν , 0
2

( )

x

x

x x x

f x
π

≤
−

+ < <




= 



Για 

1
1

( ) (0) 1 1 110 :
(1 ) 1

f x f xxx
x x x x x

−
− − +−

< = = =

− −

Επίσης 
0 0

1 ( ) (0)
lim 1 lim 1

1x x

f x f

x x− −

→ →

−
= ⇒ =

−

 

Για 
( ) (0) ηµ συν 1 ηµ συν 1

0 :
f x f x x x x

x
x x x x

− + − −
> = = +

Είναι 
0

ηµ συν 1
lim 1 0 1
x

x x

x x
+
→

− 
+ = + = 

 
, άρα 

0

( ) (0)
lim 1
x

f x f

x+
→

−

=  

Εποµένως 
0 0

( ) (0) ( ) (0)
lim lim 1 (0) 1
x x

f x f f x f
f

x x− +
→ →

− −
′= = ⇒ =

Άρα η εφαπτόµενη στο ( )0,1Α  έχει εξίσωση: 

(0) (0) ( 0) 1 1y f f x y x y x′− = − ⇒ − = ⇒ = +  

Αν ω η γωνία που σχηµατίζει η εφαπτόµενη µε τον άξονα xx′  είναι: 

[ )( )εφ (0) εφ 1 0, .
4

f
π

ω ω ω ω π′= ⇔ = ⇔ = ∈ . 

Γ3. Για x < 0: 
( )

( ) ( )
2 2

11 1
( )

1 1 1

x
f x

x x x

′′ − − ′ = = = 
−  − −

Για x > 0: ( ) (ηµ συν ) συν ηµf x x x x x′ ′= + = −

Άρα 
( )

2

1
, 0

1
( )

1, 0

συν ηµ , 0


<

−
′ = 

=
 − >

x
x

f x
x

x x x
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Για x ≤ 0 είναι ( ) 0f x′ > . 

Για 
3

0 : ( ) 0 συν ηµ 0 ηµ συν
2

x f x x x x x
π

′< < = ⇔ − = ⇔ =

συν 0 5 3
εφ 1 ή αφού 01

4 4 2

x

x x x x

π π π
≠  

⇔ = ⇔ = = ∈ 
 

 

Επειδή λοιπόν η f ′  ορίζεται στο 
3
,
2

π 
−∞ 

 
 και ( ) 0f x′ =  στα 

4
x

π

= και 

5

4
x

π

= , αυτά είναι και τα κρίσιµα σηµεία. 

Γ4. Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο ( ), ( )M fα α  είναι ( ) ( )( ).y f f x aα α′− = −  

Για 
( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

af a f a f a
y f a f a x af a x a

f a f a

′ −
′ ′= ⇒ − = − ⇔ = = −

′ ′

Άρα το σηµείο τοµής της εφαπτοµένης µε τον άξονα x x′  είναι 

( )
,0

( )

f a
a

f a

 
Β − ′ 

 

Εποµένως 

( )
2

1

( ) 1 x (1 ) 2 1
1( )

1

f a aa a a a a
f a

a

Β

−
= − = − = − − = −

′

−

. 

Άρα την οποιαδήποτε χρονική στιγµή t είναι: 

( ) 2
 x ( ) 2 ( ) 1  x ( ) 2 ( ) x ( ) 2 x ( ) ( ) (1)

3 3

a t
t a t t a t t t a t

Β Β Β Β

 ′ ′ ′ ′= − ⇒ = ⇒ = − ⇒ = − 
 

 

Όµως ισχύει 
0

( ) 1a t = −  

Από (1) για 
0

t t= ⇒

0 0 0 0

2 2 2 µονάδα µήκους
( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

3 3 3 µονάδα χρόνου
B B B
x t a t x t x t′ ′ ′⇒ = − ⇒ = − − ⇒ =

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Είναι: 

( )

( )

( )

2

2

0 στο άρα

x

x

f΄ x e x e x

f΄΄ x e x

f΄΄ x f΄ ί ύγνησ ως α ξουσα στο

= + − ∈

= + ∈

>

ℝ

ℝ

ℝ ℝ

Η  f ΄  στο [0, 1] ικανοποιεί τις πσοϋποθέσεις του Θ. Bolzano αφού 

( )

( )

0 1 0

1 2 0

f΄ e

f΄

= − <

= >

Άσα υπάσχει ( ) ( )0 0
0,1 : 0x f ΄ x∈ =

Το πασαπάνω είναι µοναδικό στο αφού στο .f΄ ί ύγνησ ως α ξουσαℝ ℝ  

Έτσι  
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( ) ( )

( ) ( )

γν.αύξουσα

0 0

0 0

0

0

f ΄

x x f ΄ x f ΄ x

x x f ΄ x f ΄ x

< ⇔ < =

> ⇔ > =

Έχουµε: 

( )

( )

0

0 0

2

0 0 0

0 0 0

1 (1)

0 2 2 (2)

x

x x

f x e x ex

f ΄ x e x e e e x

= + − −

= ⇔ + − ⇔ = −

( ) ( )
(2)

2 2

0 0 0 0 0 0H (1) 2 1 2 1f x e x x ex x e x e⇔ = − + − − = − + + −

∆2. Από (∆1) για 
0

x x≠  είναι 
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0f x f x f x f x> ⇔ − >  

( )
0

0
lim ( ) ( ) 0
x x

f x f x
→

− =  λόγω συνέχειας της  f στο x0.

Οπότε 
0

0

1
lim (3)

( ) ( )x x f x f x→

= +∞

−

Ακόµη για 
0

x x≠  είναι: 

0 0 0 0

1 1 1 1
ηµ 1 ηµ 1 (4)

( ) ( ) ( ) ( )x x f x f x x x f x f x

   
≥ − ⇔ + ≥ −   

− − − −   

Από (3) 
0

0

1
lim 1

( ) ( )x x f x f x→

 
− = +∞ 

− 

0

(4)

0 0

1 1
lim ηµ

( ) ( )x x f x f x x x→

  
⇒ + = +∞  

− −  
 

∆3 Έστω [ ]0 0
( ) ( ) , ,1x f x x x x xϕ = + − ∈  

Η ϕ  είναι συνεχής στο [ ]0
,1x ως άθροισµα συνεχών. 

•
0 0

( ) ( )x f xϕ =  

Όµως 
1( )

0 0 01 ( ) (1) 0 ( ) 0x f x f xϕ

∆

< ⇒ < = ⇒ <  

• 
0

(1) (1) 1 0f xϕ = + − >  

Άρα από Θεώρηµα Bolzano υπάρχει 
0

( ,1)xρ∈

Ώστε: 
0

( ) 0 ( ) 0f xϕ ρ ρ ρ= ⇔ + − =  
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Η παραπάνω ρίζα είναι µοναδική στο [ ]0
,1x  

Αφού [ ]0
( ) ( ) 1 0 ,1x f x xϕ στο′ ′= + >  

[ ]0
,1ί ύ xϕ γνησ ως α ξουσα στο⇒ . 

∆4. Είναι 
0 0 0

( ) µε ( ,1) και (0,1)f x x xρ ρ ρ+ = ∈ ∈

Έχουµε για ( ,1) :κ ρ∈  

( )( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
o o

f x f f f x f f fρ κ ρ ρ κ′ ′> + ⇔ − >  

0

0

( )
0

0

( ) ( )
( ) (5)

f x

x

f x f
f

x

ρ ρ

ρ

ρ
κ

ρ

= −

<

−
′⇔ <

−

Η f στο [ ],

o
x ρ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. άρα υπάρχει 

( )0
, :xξ ρ∈

0

0

( ) ( )
( ) (6)

f x f
f

x

ρ
ξ

ρ

−
′ =

−

(6)

(5) ( ) ( )f fξ κ′ ′⇔ <

Ισχύει αφού f ί ύγνησ ως α ξουσα στο′ R  και ξ < ρ, ( ,1)κ ρ∈ .

∆4. (2ος τρόπος)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0

1

0

f x f f ΄ f x f f ΄ f

f x f f ΄ f

ρ κ ρ κ ρ

ρ κ ρ

> + ⇔ > − ⇔

− − >

Αρκεί να δείξουµε ότι η συνάρτηση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ )

( )

0
µε ,1

είναι 0.

x f x f f ΄ x f x

x

ϕ ρ ρ ρ

ϕ

= − − ∈

>

Στο [x0, ρ] από ΘΜΤ υπάρχει 

ένα τουλάχιστον  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )0

0 0 0

0

, : .
f x f

x f ΄ f x f f ΄ x
x

ρ
ξ ρ ξ ρ ξ ρ

ρ

−

∈ = ⇔ − = −

−

Από το ∆3. είναι 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0

0 0

0

0.

Άρα   φ  

φ  

f x f x

x f ΄ x x f ΄ x

x x f ΄ f ΄ x

ρ ρ ρ ρ

ξ ρ ρ

ρ ξ

+ = ⇔ = − <

= − − − ⇔

⇔ = − −

Είναι 

( ) ( ) ( )( )

( ) [ ]

0 0
΄  0, αφού 0

και  0  γνησίως αύξουσα στο ,1 .

x x f ΄΄ x x

f ΄΄ x

ϕ ρ ρ

ϕ ρ

= − − > − <

> ⇒

Άρα ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
1 (1)x x x f ΄ f ΄ρ ϕ ϕ ρ ρ ξ ρ< < ⇔ > = − −  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

(1)

0

Αφού  <0

και  0 0 0.

f ΄΄

f ΄
f ΄ f ΄ f ΄ f ΄

x x x

ξ ρ ξ ρ ξ ρ

ρ ϕ ϕ ρ ϕ

>

↑
< ⇒ < ⇒ −

− < ⇒ > > ⇒ >

Π Υ 
Λ Η
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